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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
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CLASAaV-a

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezolvarile complete.
Timp de lucru: 3 ore

1. Bunicul are sapte nepoti: Andrei, Bogdan, Costin, Dan, Emil, Florin si Gabriel. Varsta
bunicului este de 74 de ani si este egald cu suma varstelor nepotilor sdi. Varstele lui Andrei,
Bogdan, Costin, Dan, Emil si Florin sunt numere pare consecutive, iar Gabriel are un frate
geamdn. Stiind ca Andrei este cel mai mic dintre frati, aflati cati ani are Gabriel si cum se

numeste fratele sdu geaman.

2. @) Aratati ca 13° =12° +5°,
b) Aratati ca 13°%** se poate scrie ca suma de doua patrate ale unor numere naturale.

3 2024

C) Aratatical se poate scrie ca suma de trei patrate ale unor numere naturale.

3. Determinati restul si ultima cifra a catului obtinut prin impartirea numarului

A =2024""° 1+ 2024*"* .96 +199 la 10.

4. Pentru orice numar natural n mai mare sau egal cu 10, notam cu S(n) suma cifrelor lui n.
a) Daca S(ab) =16 si S(bc) =15, determinati S(ab +bc).

b) Daca S(a_b) =15 si S (% + b_c) =12, determinati S (5) :



| MINISTERUL EDUCATIEI

ISJ INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD
ARAD

web : www.isjarad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.ro

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA -
10.02.2024
CLASAaV-a

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezolvarile complete.
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1. Der GroRvater hat sieben Enkel: Andrei, Bogdan, Costin, Dan, Emil, Florin und Gabriel. Das
Alter des GroRvaters ist 74 Jahre und ist gleich mit der Summe der Alter der sieben Enkel.
Die Alter von Andrei, Bogdan, Costin, Dan, Emil und Florin sind aufeinanderfolgende
gerade Zahlen und Gabriel hat ein Zwillingsbruder. Wenn Andrei der jungste der
Geschwister ist, berechnet das Alter von Gabriel und bestimmt den VVornamen von seinem

Zwillingsbruder.

2. a) Zeigt, daR 13> =12° +5°.

b) Zeigt, daR 13°%** kann man als eine Summe von zwei Quadrate natiirlicher Zahlen
schreiben.

c) Zeigt, daB 13°®* kann man als eine Summe von drei Quadrate natiirlicher Zahlen

schreiben..

3. Bestimmt den Rest und die letzte Ziffer des Quotienten der Division der Zahl

A = 20243 + 20242 .96 +199 durch 10.

4. Fir jede natiirliche Zahl n, die groRer oder gleich 10 ist, bezeichnen wir mit S(n) die

Summe der Ziffern der Zahl n.
a) Wenn S(ab) =16 und S(bc) =15, berechnet S(ab+ bc) .

b) Wenn S(%) =15 und S(a_b+lc7:) =12, berechnet S(E).
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1. Se considera numerele a=3n+5 b=2n+3, c=n+2, neN. Demonstrati
(a—l)2 <[a,b]+[a,c]<(a+1)2, unde [a,b] reprezinta cel mai mic multiplu comun al

numerelor a si b.

e : b : : : .. g
2. a) Se considera proportia — = 7 unde a si b sunt numere rationale strict pozitive. Sa se

w|o

2 2
.a“+b
calculeze valoarea raportului .

b) Determinati numerele naturale nenule a, b si ¢ care verifica proportiile:

a
5b

3. a) Aflati perechile de numere naturale care au produsul 1215 si cel mai mare divizor

comun este 9.

b) Doua drepte paralele taiate de o secantd formeaza opt unghiuri astfel incat trei dintre

acestea au suma masurilor egala cu 276° . Determinati masurile unghiurilor.

Se considera unghiurile adiacente si complementare AOB si BOC, punctele D, E in interiorul
unghiului AOB astfel incat «AOD = «DOE = <EOB, OF bisectoarea unghiului BOC si
ADOF = 56°.

a) Determinati masurile unghiurilor AOB si BOC.

b) Daca OM L OE astfel incat punctul C sa fie in interiorul unghiului BOM, aratati ca

semidreapta OF este bisectoarea unghiului DOM.
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1. Gegeben sind die Zahlen a=3n+5 b=2n+3, c=n+2, neN. Beweist, dal
(a—l)2 <[a,b]+[a.c]< (a+1)2, wo [a,b] das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen

a und bist.

2. a) Gegeben ist die Verhaltnisgleichung %z%, wo a und b sstrikt positive rationale
a2 +b?
Zahlen sind. Berechnet den Wert des Verhaltnisses Eab
a

b) Bestimmt die von Null verschieden natiirlichen Zahlen a, b und c fur die: %:§
C

C 5a 50 1
——=—und —
10a b 8c ab

3. a) Bestimmt die Paare von naturlichen Zahlen mit dem Produkt 1215 und dem grof3sten
gemeinsamen Teiler 9.

b) Zwei parallele Geraden geschnitten von einer Sekanten binden 8 Winkel so daR die

Summe der Masse von drei der Winkel 276° betragt. Berechnet die Masse der Winkel.

4. Gegeben sind die anliegenden Komplementwinkel AOB und BOC. Die Punkte D und E
sind im Inneren des Winkels AOB so dal «AOD = <DOE = «<EOB, OF st die
Winkelhablbierende des Winkels BOC und «DOF = 56°.

a) Bestimmt die Masse der Winkel AOB und BOC.
b) Wenn OM L OE so daB der Punkt C in Inneren des Winkels BOM liegt, beweist
dal3 der Strahl OF die Winkelhalbierende des Winkels DOM ist.
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:(—2v396) .

1. Se considera numarul a = (\/% — \/% + \/%)

Aratati ca numarul a este intreg.

2. Se considera triunghiul ABC dreptunghic isoscel, cu m(£BAC)=90°. Fie D simetricul
centrului cercului inscris in triunghiul ABC, fatd de latura BC. Demonstrati ca

triunghiul ACD este isoscel.

3. Se considerd rombul ABCD, punctul E situat pe latura AD si prelungim latura AB cu
segmentul BF, asa incat BF=DE. Stiind ca CE=DF iar «DCE = «BDF, aflati masurile
unghiurilor rombului ABCD.

n?—4n+8
n—4

n+1

< —
6

4. Se considera multimile 4 = {n EN |

W |

<Hsip={nen| e N},

Sa se determine: AUB siANB.
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1. Se considera numerele reale x si y, astfel incat xe[-1,2] si 2y = x+1. Determinati

valoarea expresiei : E = /(x+1)° +|x—2|+\/3(2y—3)2 +(x-2)? +\/(X+1)2 +12y2 .

2. Se considera tetraedrul ABCD cu lungimile muchiilor AB, BC si CA invers
proportionale cu numerele 0,(3); 0,25 si 0,2. Pe muchia CD a tetraedrului se considera
un punct P si se construieste un punct Q care este simetricul lui P fata de B. Demonstrati
ca:

a) A ABC este dreptunghic
b) daca AP = AQ, atunci ABL(BCD).

3. In cubul ABCDA'B'C'D' punctele M, N si P sunt mijloacele muchiilor BB', C'D' si
respectiv C'B'. Calculati sinusul unghiului format de dreptele AM si NP.

4. Determinati perechile de numere intregi (x, y) pentru care are loc relatia:

2x? +5y? —11xy = -25.
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1. Es seien die reellen Zahlen x und y, so dass x&[-1,2] und 2y = x+1. Bestimmt den

Wert des Ausdrucks: E = (x+1)2 +|x—2|+\/3(2y—3)2 +(x—-2)? +\/(X+1)2 +12y? .

2. Sei ABCD ein Tetraeder mit den Langen der Kanten AB, BC und CA umgekehrt
proportional zu den Zahlen 0,(3); 0,25 si 0,2. Auf der Kante CD des Tetraeders nimmt
man ein Punkt P und sei Q der symmetrische Punkt des Punktes P in Bezug auf B.
Beweist, dass:

a) A ABC ist rechtwinklig
b) wenn AP = AQ , dann ABL(BCD).

3. Im Wiirfel ABCDA'B'C'D' sind die Punkte M, N und P die Mitten der Kanten BB', C'D'
bzw. C'B'. Berechnet den Sinus des Winkels gebildet von den Geraden AM und NP.

4. Bestimmt die Paare von ganzen Zahlen (x, y), welche die Gleichung:

2x* +5y? —11xy = —25 erfiillen.
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1. a) Calculatisuma S = [V1-2] + [v2-3] + [V3-4]+...+ [w/n -(n+ 1)],n € N".
b) Rezolvati in R* ecuatia [X]+{%} ={x} j{%} unde [x] si {x} sunt partea intreaga,

respectiv partea fractionara a numarului real X .

2. Coardele [AB] si [CD] ale cercului ¢(O,r)sunt perpendiculare si se intersecteaza in

punctul P. Sa se demonstreze relatia: PA+PB+PC+PD=2PO.

3. Fie ABCD un patrulater si punctele M, N, P, Q astfel Tncat

AN = MB. BN = 3NC, DP = PG, D—Q:%m

. 3

a) Demonstrati ca MN +MQ = Z(E + B—C) :

b) Aratati ca dreapta MP trece prin mijlocul segmentului NQ.

1 n-1
>
2n-1 n+2

4. a)Fien € N,n > 2. Aratati ca §+%+...+

b) Fie x (0,1). Aratati ca x —x° <%
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IX. OSZTALY

Megjegyzés: Minden tétel kotelez6. Minden tételt 0-t0l 7-ig pontoznak.
A vizsgalapra részletes megoldast kell irni.
Munkaido6: 3 6ra

1. a) Szamitsatok ki az$S =[v1-2]+[v2-3]+[/3-4]+...+[/n- (n+1)], n e N~ 6sszeget!

b) Oldjatok meg az R halmazon az [x]+{%}:{x}+{ﬂ egyenletet, ahol [x] és {x} az

X valos szdm egész részét, illetve a tort részét jeloli.

2. A ¢(O,r)korben [AB] és [CD] egymasra meréleges hirok, melyek P pontban metszik

egymast. Igazoljuk a PA+PB+PC +PD =2PO 6sszefiiggést.

3. Adott az ABCD négyszdg és az M, N, P, Q pontok tgy, hogy:

. 1—0

AM = MB, BN =3NC, DP =PC, @:ZDA.

a) Bizonyitsatok be, hogy MN +MQ = %(E + ﬁ) :
b) Mutassatok ki, hogy az MP egyenes atmegy az NQ szakasz felez6pontjan!

1 n-1
>
2n-1 n+2

4. a) Adottn € M,n = 2. Mutassatok ki, hogy %+%+...+

b) Adott x < (0,1). Mutassétok ki, hogy x - x° <%
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Demonstrati ci 3/7 —aV2 + %/7 +a+/2 =2 dacd si numai dacd a e {-5.,5}.

Sa se demonstreze inegalitatile:

X+y

a) Iogx[ 2xy j+|ogy( 2xy ]22, x,ye(0,1).

log, z
b) log, y 109,z log,x 9

= , unde x,y, 0,1) sau x,y,z e (1, o).
X+y y+z z+x 2(x+y+z) unde x,y,ze(0,1) sau x,Yy,z (1)

. .2 yA Z T .
Fie z1,2,,23 € Ccu 7| =|z,| =|z5| =1 si ++—2+—2=1. Determinati valoarea maxima
22 23 Zl
z, 21, 3z
4l O
22 Z3 Zl

aexpresiei E =

4. Determinati functiile f: R — R cuU proprietatea ca

f (x+ f((1+x) y)) =(1+y) f(x)+1

pentru orice x,y € R.
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X. OSZTALY

Megjegyzés: Minden tétel kotelez6. Minden tételt 0-t0l 7-ig pontoznak.
A vizsgalapra részletes megoldast kell irni.
Munkaido6: 3 6ra

1. Bizonyitsatok be, hogy %/7 —aV2 + %/7 +a+/2 =2 akkor és csak akkor, ha a e {-5.,5}.

2. Bizonyitsatok be a kovetkez6 egyenlbtlenségeket:

a) Iogx( 2y j+|ogy( 2xy jzz, x,y€(0,1).

X+Yy

log, z
b) IongJr g, +Iogzx> 9

= , ahol x,v, 0,1 v, 1o0).
X+y y+z z+X  2(X+y+2z) ahol x,y,z(0,1) vagy X,y,z (L)

. .7, 1, I o
3. Legyen z,,z,,z,€C Ugy, hogy |z|=|z,|=|z;|=1 és =+ +=2+=2=1. Hatarozzatok
Z2 23 Zl

Zz 22, 3z
o e A
Z2 23 Zl

megaz E = kifejezés maximalis értékét!

4. Hatarozzatok meg azokat az f:R—R fliggvényeket, melyek a kovetkezd
tulajdonsaggal rendelkeznek:

f (x+ f ((1+ X) y)) =(1+y) f(x)+1, barmely x,y e Resetén.
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Fie matricele A, B € M,,(C)cu A®> = A%*si A+B=1I . Sise arate cd matricea

I, + ABeste inversabila.

Fie Ae M, (C). Aratati ca det(A + 1 ,) =det(A - I;) dacd si numai daca Tr(A)=0.

Sa se calculeze : lim Va5 +E3
" x—>4VE—x+33—x

- o . . . . . 1
Aratati ca sirul (x,,),»; definitrecurentprinx; = a > 1six,.q = %(an + x—z) pentru
n

orice n € N* este convergent la 1.
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XI-ik OSZTALY

Megjegyzés : Minden tétel kotelezo. Minden tételt 0-t6l 7-ig pontoznak.
A versenylapra a teljes megoldast kell leirni
Munkaidé6 : 3 6ra

1. Adottak az A, B € M,,(C) matrixok, ahol A> = A% és A + B = I,, . Mutasd ki, hogy az I,, + AB

matrix invertahato.

2. Legyen A € M, (C) matrix. Mutasd ki, hogy det(A+ 1> ) = det (A- I2), akkor és csakis akkor, ha
Tr(A)=0.

3
;. - s Vx—5+vVx-3
3. Szamitsd ki : Ll_l:r}l NP

. . . 1 1
4. Mutasd ki, hogy a rekurensen értelmezett (x,,),»1 sorozat, ahol x; =a > 1¢és x,,1 = 3 (2x, + x_Z)
n

barmelyik n € N *estében konvergal az 1-hez.
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1. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa

x*y=x+y+xysisenoteaza x, = x * x * ...* x, ¥Yn € N*. Sa se determine:
———
ndex

a) numerele reale x care sunt egale cu simetricele lor in raport cu legea ,,* ”’;
b) numerele reale y pentru care y, = 63;
c) numerele reale k pentru care multimea M = [k, +0) este parte stabila a lui R in

raport cu legea ,,* .

2. Sase calculeze
x3 -eX
—=dx.
J x+3)2"
3. Se considera grupul (G,) cu elementul neutru e.

a) Demonstrati ca (aba™1)™ = ab™a"1,Va,b € G sin € N*;
b) Demonstrati ca daca exista a, b € G astfel incat ababa = babab, atunci

a?%?* = ¢, dacid si numai daci h29%* = e.

a) Sa se arate ca functiile F,G:(0,4+o) - R, F(x) = arctg x si G(x) = —arctg i

sunt primitive ale aceleasi functii;
b) Sa se calculeze
(x In x) 2023

) G+ x+ 17

n

- cos(2024arctg x)dx,unde n € N*.




