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CLASAaV -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Bunicul are sapte nepoti: Andrei, Bogdan, Costin, Dan, Emil, Florin si Gabriel. Varsta
bunicului este de 74 de ani si este egala cu suma varstelor nepotilor sai. Varstele lui Andrei,
Bogdan, Costin, Dan, Emil si Florin sunt numere pare consecutive, iar Gabriel are un frate
geaman. Stiind ca Andrei este cel mai mic dintre frati, aflati cati ani are Gabriel si cum se
numeste fratele sau geaman.

Solutie:
Notam cu 2x varsta lui Andrei si cu y varsta lui Gabriel.
Avem 2x + (2x + 2) + (2x + 4) + (2x + 6) + (2x + 8) + (2x + 10) +y = 74, deci 12x +y = 44,
Cum 12x < 44, x poate fi 0,1, 2 sau 3.
Daca x = 0, atunci y = 44 > 2x + 10, deci Gabriel nu are niciun frate geaman.
Daca x = 1, atunci y = 32 > 2x + 10, deci Gabriel nu are niciun frate geaman.
Daca x = 2, atunci y = 20 > 2x + 10, deci Gabriel nu are niciun frate geaman.

Daca x = 3, atunci y = 8 = 2x + 2, deci fratele geaman al lui Gabriel este Bogdan.

Detalii de rezolvare aBS%rCe;g;

2x- varsta lui Andrei, y- varsta lui Gabriel.

2X+ (2x+2)+ (2x+4) + (2x+6) + (2x+8) + (2x + 10) + Yy =74 .ccovviven. 1p
SEODLING 12X + Y T 44 Lo 1p
12x <44, deci x poate fi 0, 1, 2 SAU 3 ...oooeiiieiiee e 1p
X=0,y=44>2X+ 10, als ..ocoooiiii 1p
X=1,y=32>2X+10,falS ....cceooiiiiiiiiiii 1p
X=2, Y =20 > 2X+ 10, alS oeuiniiiiie e 1p
x =3,y =8=2x+ 2, deci fratele geaman al lui Gabriel este Bogdan ...................... 1p
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2. a) Aratati ca 13° =12° +5°.
b) Aratati ca 13%°** se poate scrie ca suma de doud patrate ale unor numere naturale.

C) Aritati ca 13°* se poate scrie ca suma de trei patrate ale unor numere naturale.
Solutie:
a) Se obtine egalitatea prin calcul direct.
b) Rescriem 13?°** folosind relatia de la pct. a)
132024 — 132022 . 132 — 132022 . (122 4 52) = (131011)2. (122 4 52) =
= (131011)2 . 122 | (131011)2. 52 — (131011 . 12)2 4 (131011 . 5)2

¢) Cum 5° =3° + 4% obtinem 13° =12° +3° + 4% iar dupa rescriere ca si la pct. b)

vom avea 13°% = (13 .12 + (131 . 3] + (13 . 4] .

Detalii de rezolvare Ss%rgg;
Q) CAICUI ITECT ... 1p
b) 13%% =13%%.13% =13%% (122 +5?) _...coooocecrereesessemssessees s 1p
132024 — (131011)2 . (122 4 52) = (131011)2. 122 4 (131011)2. 52 1p
Obtine 1372 = (1394 . 12) +(13"% -5 oo 1p
C) 132 =127 3% 447 et 1p
132024 = 132022 132 = (131011)2 . (122 4 3% 4 42) =, 1p
Obtine 132%% = (13" .12} + (13" 3] + (13 - 4) .oooooeoecen 1p
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3. Determinati restul si ultima cifra a catului obtinut prin impargirea numarului

A =2024°"° +2024*™% .96 +199 la 10.
Solutie:
Se rescrie numarul A in forma:
A = 20243 +2024%%2 . 96 + 199 = 2024*"+2(2024 + 96) + 199

A =2024%"%2.2120 4+ 190 + 9 = 10 - (2024*"*2 . 212 + 19) + 9.

Se obtine de aici ci restul impirtirii lui A la 10 este 9, iar catul este 2024 "2 .212 +19 .

Pentru ultima cifra a catului avem:

U (20242 . 212 +19) = U (U (2024 *™*?) -U (212) +U (19)) =U (6 - 2+ 9) =1.

Detalii de rezolvare Bargm

asoclat
A = 20243 12024 "2 .96 +199 = 2024 *"%(2024 +96)+199 ......coreerrrrrrrrrenrnn, 2p
A=2024%2 2120 4 190 + 9 oo 1p
A=10-(2024""2 - 212 +19) + D ooovvrreereereseereee s 1p
Restul impdrtirii la 10 este 9, iar catul este 2024*™-212 +19 .......co.covevveverrcnnne. 1p
U(2024*%2 . 212 + 19) = U(U(2024*™*2) - U(212) + U(19)) cevvovvrrrrvrnrinens 1p
U(2024*%2.212 +19) = U624 9) = 1 oo 1p
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4. Pentru orice numar natural n mai mare sau egal cu 10, notam cu S(n) suma cifrelor lui n.

a) Daca S(ab) =16 si S(bc) =15, determinati S(ab+bc).
b) Daca S(%) =15 si S(JD + b_C) =12, determinati S(%) :
Solutie:

a) Avem S(ab)=a+b=16 si S(bc)=b+c=15.

Cum ab+bc=10a+b+10b+c¢=10-(a+b)+b+c =175, obtinem cd S(ab+bc) =13.

b) Avem S(ab)=a+b=15.
Notdm n = ab+bc, de unde rezulti ca n=10-(a+b)+b+c =150 +b+c.
Cum b, c sunt cifre, iar b =0, b + cpoate fi 1, 2, 3, ..., 18.
Obtinem ca n poate fi 151, 152, 153, ..., 168.
Dar S(n) =12, deci n poate fi 156 sau 165.
Cazul 1. Daca n =156, cum 150 +b+c =156, iar b > 6, se obtine:
e b=6,c=0sia=9,deci S(&):a+c:9.
Cazul 2. Daca n =165, cum 150 +b + ¢ =165, se obtine b + ¢ = 15.
Dara+ b =15, decia =c.
e Dacab=6,obtinema=c=9,deundea+c=18.
e Dacab=7,obtinema=c =38, deundea+c=16.
e Daciab=8, obtinema=c=7,deundea+c=14.
e Dacab=09,obtinema=c=6,deundea+c=12.
Deci S(ac) poate fi 9, 12, 14, 16 sau 18.

Detalii de rezolvare Bare_m

asoclat
a) S(@b)=a+b=16i S(OC) =D +C=15 ..o 1p
ab+bc=10-(a+b)+b+c=175,deci S@D+DC) =13 .. .rvvverrerreerereeereernn, 1p
b) S(ab)=a+b=15.Notim n=ab+bc=10-(a+b)+b+c=150+b+c..... 1p
Obtine ca n poate fi 151, 152, 153, ..., 168............cccooiiiiiiiiiicn 1p
Cum S(n) =12, npoate fi 156 SAU 165 .........cceeveerieicicicce e, 1p
Dacd N = 156, 0bine 68 S(AC) = 9 .ovveeeveereeeeeeeeeeeeeeesee e e eeese e 1p
Daci n = 165, obtine cd S(ac) poate fi 12, 14, 16, 18 .......co.vveerereeeeeeeseeeeneereneans 1p

CLASAaV -a
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CLASA a VIl -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzitor.

1. Se considera numerele a=3n+5 b=2n+3, c=n+2, neN. Demonstrati ca

(a—1)2 <[a,b]+[a,c]<(a+1)2, unde [a,b] reprezintd cel mai mic multiplu comun al

numerelor a si b.

Solutie:

Demonstram ca oricare doud numere dintre numerele a, b si ¢ sunt prime intre ele.
Fie d =(a,b), d eN*. Atunci avem cd d |3n+5 si d|2n+3. Folosind proprietatile relatiei
de divizibilitate avem ca

d[2(3n+5) _
=d|6n+10-6n-9, adica d |1, ceea ce inseamna ca d =1, iar numerele
d|3(2n+3)
a si bsunt prime intre ele, adica (@,b)=1. In mod analog se demonstreazi ca (a,c)=1,
respectiv (b,c)=1.
Folosind proprietatea ca [a, b] (a, b) =a-b si faptul ca numerele sunt prime intre ele,
obtinem cé [a,b]=a-b si [a,c]=a-c.
Tnlocuind Tn inegalitatea datd obtinem

(3n+5-1)" <(3n+5)(2n+3)+(3n+5)(n+2) < (3n+5+1)°

de unde avem ca (3n+ 4)2 <(3n+ 5)2 <(3n+ 6)2 , inegalitate evident adevirat.

CLASAaVl-a
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Detalii de rezolvare Barem

asociat
Demonstreaza ca oricare doud dintre numerele a, b si ¢ sunt prime intre ele ........ 3p
Precizeaza cd [a,b]=a-b si [a,C]=a-C o, 2p
(3n+5-1)" <(3n+5)(2n+3)+(3n+5)(N+2) <(3N+5+1) ooccorrriiviirrerrrrrrnnnens 1p
(3n+ 4)2 <(3n +5)2 <(3n+ 6)2 , deci (a—l)2 <[a,b]+[a,c]< (a+1)2 e, 1p
2
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D . b . . : ..
2. a) Se considera proportia — = 7 unde a si b sunt numere rationale strict pozitive.

a
3

2 2

Sa se calculeze valoarea raportului

o . o o ... a b5
b) Determinati numerele naturale nenule a, b si ¢ care verifica proportiile: @ =—,
c

c 5 .50 1

Si —=—.
10a b ~ 8 ab

Solutie:

a) Din %:%:k rezultda a =3k si b=4k.

a’+b® 9k®+16k®> 25k* 5

5ab  5-.3k-4k 60k 12

Valoarea raportului
. a b5 -
b) Din %:— avem ca ac = 25b de unde 4ac =100b (1).
C
.50 1 2
Din — =— avem 8c =50ab de unde 4ac =25a‘h (2).
8c ab

Din (1) si (2) avem ca 100 = 25a° de unde a’ = 4, deci a=2 (3).

Pentru a =2 relatia L _ %3 devine L 10 < bc =200 < 2bc =400 (4).
10a b 20 b

Din (2) si (3) avem 8c=100b < 2c =250 iar relatia (4) devine 25b> =400 de unde
b? =16, adica b=4 si ¢=50.

Detalii de rezolvare Barem
asoclat
a) Deduce cad @a=3K SI D=4K ...c.cooiiiiiiii 1p
Argumenteaza ca a’+b’ _>
[ 5ab Lo I 1p
b) Deduce ca 4aC=100D (1) ..ccooviiiiiieiiecie e 1p
Deduce cd 4aC = 2520 (2) oovoeveveeeeee e 1p
Argumenteaza CaAa = 2 ....cccooviieiiiiiiesieie s 1p
Argumenteaza Cabh = 4 ..o 1p
Argumenteaza Ca C = 50 ..ot 1p
3
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3. a) Aflati perechile de numere naturale care au produsul 1215 si cel mai mare divizor

comun este 9.

b) Doua drepte paralele taiate de o secanta formeaza opt unghiuri astfel incat trei dintre

- . - 0 . . - . . .
acestea au suma masurilor egala cu 276" . Determinati masurile unghiurilor.

Solutie:

a) Fie a si b cele doua numere naturale. Din (a,b) =9 avem a =9k si b = 9 p, unde
(k,p)=1sik,peN.Cuma-b=1215avem k-p =15, (k,p) =1si k,p € N*, de

unde distingem urmatoarele cazuri:

1) k=1sip=15deundeavema =9sib = 135;

2) k=3sip=>5deundeavema = 27si b = 45

3) k=5sip=3deundeavema =45sib = 27,

4) k=15sip =1deundeavema = 135si b = 9;
Avem ci (a,b) € {(9,135),(27,45), (45,27), (135,9)}.

b) Notam cu X si Yy masurile celor doud tipuri de unghiuri care se formeaza si consideram

x > y. Evident, x+y=180° si avem doui cazuri

Cazul I. 3x=276° = x=92° si y=180°-92° =88°

Cazul Il. 2x+y=276" si cum x+y=180° avem ci  x=276°-180°=96" si

y =276°—2-96° = 84°

Detalii de rezolvare Bare_m
asoclat
a) Din(a,b) =9avema=9-ksib=9-p,unde (k,p) =1sik,p e N" ... 1p
Deducem c@ K P = 15 o e 1p
Discuta fiecare caz posibil si precizeaza ca (a,b) € {(9,135),(27,45),
(45,27), (135,9)} vt eseeeseeeeeeeseeeeseeeseeeeeeeseeeeeeencenne | 2P
b) Noteaza cu x si Yy, X>Yy masurile celor doud tipuri de unghiuri si
1
precizeaza i X+ Y =180 ... .. ..ttt P
Identifici cazurile 3x = 276° $i 2X+ Y = 276" .....ovoreeeeeeereeeeees e 1p
Finalizare: x=92°si y=88" sau X =96 $i ¥ =84% ......ccoooiiirimmrrirrrerreesrresrrennnns 1p
4
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4. Se considera unghiurile adiacente si complementare AOB si BOC, punctele D, E n interiorul
unghiului AOB astfel incat «A0OD = «<DOE = <EOB, OF bisectoarea unghiului BOC si
ZDOF = 56°.

a) Determinati masurile unghiurilor AOB si BOC.
b) Daca OM L OE astfel incat punctul C sa fie in interiorul unghiului BOM, aratati ca
semidreapta OF este bisectoarea unghiului DOM.
Solutie

a) Din faptul cd unghiurile AOB si BOC sunt adiacente si 4
complementare avem ci <AOB + <BOC = 90°, (1).

Notam <AOD = <DOE = <EOB = x = ¥AO0B = 3x, (2).

Din faptul ca OF este bisectoarea unghiului BOC avem
¥BOF = «FOC =y = <BOC = 2y, (3). 0
IDOF = 4<DOE + XEOB + ¥BOF =x+x+y=2x+7y de

unde avem 2x +y = 56°, (4). Din relatiile (1), (2) si (3) avem
3x + 2y =90°, (5).
Inmultind relatia (5) cu 2, relatia (4) cu 3 si scizand membru cu membru obtinem

6x + 4y = 180°
6x + 3y = 168°

De unde avem <A0B = 3x = 3-22° = 66° si <BOC =2y = 2-12° = 240,

}:>y=120 six = (180° — 4-129):6 = 22°

b) OM L OF = «EOM = 90°

ZEOB + ¥BOC + <COM = 90° = 22° + 24° + «COM = 90° = «COM = 44°.
Avem <MOF = «<COM + «COF = 44° + 12° = 56° si «DOF = 56°, atunci «MOF = «DOF.
Cum <MOF = «DOF si OF c Int(xDOM) = OF este bisectoarea unghiului DOM.

CLASAaVl-a
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Detalii de rezolvare Barem
asoclat
a) Figura corespunzatoare datelor din problema .............cccoceveeviiieiiienecie e 1p
Precizeazd ¢ KAOB + BOC = 907 ...cooioiiiiiiiiiee e 1p
Noteazd ¥AOD = «DOE = XEOB = x si «BOF = «FOC =y de unde deduce ca 1
FLAOB = 3x 1eSPECHIVE LBOC = 2 oot P
Determind x = 22% 81y = 120 ... 1p
Afla ¢ KAOB = 66° $1 KBOC = 240.....ociieieeeeeee e 1p
D) Aratd 3 CCOM = 440 ..o 1p
Argumenteza cd <MOF = <DOF = 56°, iar OF c Int(«xDOM) = OF este bisectoarea
unghiului DOM 1p
6
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CLASA a VIl -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Se considera numarul :

1 1 1 -1
az(m—m+m):(—2\/ﬁ)

Aratati ca numarul a este Intreg.

Solutie

a=(x/;_9_x/2_4+\/11_76):(‘2\/ﬁ)_1=<3\/1__2\/1_+4x/1_>:<_2-61\/ﬁ>=

=(12f/ﬁ 123_ 12\/_) (-12v11) = ( )(12\/_)——

a=-1€Z
Detalii de rezolvare Bare_m
asoclat
1 1 1 1
3v11 2vV11 411 2-6V11
4 6
a= — 12V11 2
<12m 12v/11 12\/_)( DE P
(12\/_> (Fz11) = P
a=—-1€7Z 1p

Clasa a Vll-a
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2. Se considera triunghiul ABC dreptunghic isoscel, cu m(£BAC)=90°. Fie D simetricul

centrului cercului inscris in triunghiul ABC, fatd de latura BC. Demonstrati ca

triunghiul ACD este isoscel.

Solutie:

Triunghiul ABC este isoscel de baza BC, deci centrul cercului inscris se afla pe mediatoarea

laturii BC.
Fie M mijlocul laturii BC, deci AM= mediatoarea lui BC.

D este simetricul lui I (I = centrul cercului inscris) fata de BC, deci BC este mediatoarea

segmentului ID.

Rezulta ca diagonalele patrulaterului CIBD au acelasi mijloc, deci CIBD este paralelogram

si cum diagonalele BC si ID sunt perpendiculare, rezulta ca CIBD este romb.

AABC este dreptunghic isoscel, de bazi BC, rezulti <ACB = <ABC = 459;
0
Cl = bisectoarea <ACB, rezulta <ACI = <ICM = % = 22030’

Tn rombul CIBD, (CM=bisectoarea unghiului <ICD, rezulta
IMCD = «ICM = 22°30' = <«ACD = 45° + 22°30" = 67°30".

In AACD, <ADC = 180° — «ACD — «CAD = 180° — 67°30' — 45° = 67°30' =

<ACD = «ADC = AADOC este triunghi isoscel.

Clasa a Vll-a

Detalii de rezolvare aBs?)::eig][

Triunghiul ABC este isoscel de baza BC deci centrul cercului inscris se afla pe 1p
mediatoarea laturii BC...........cooiiiiiiii

D este simetricul lui I (I = centrul cercului inscris) fatd de BC, deci BC este 1p
mediatoarea SegmMEeNtUIUT ID..........ccooiiiiiiiiiiee e

Argumenteaza ca CIBD este paralelogram...........ccocvineiiiinininienese s 1p
Argumenteaza ca CIBD €Ste rOMD........cccoviiiiiiiiiie e 1p
Deduce masurile unghiurile <ACD $i XADC......ccccveveiiiiiee e 2p
Finalizare: triunghiul ACD este isoscel..............ccooiiiiiiiiiiiii, 1p

2
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3. Se considerd rombul ABCD, punctul E situat pe latura AD si prelungim latura AB cu

segmentul BF, asa incat BF = DE. Stiind ca CE = DF iar «DCE = «BDF, aflati masurile

unghiurilor rombului ABCD.

Solutie:

Notam cu T simetricul punctului B fata de punctul D.
Deoarece «ABD = «ADB = «FBD = «EDT.

Astfel AFBD = AEDT(L.U.L) = [DF] = [TE] si «<BDF = «DTE.
Din ipoteza avem [CE] = [DF].

De aici obtinem [TE]=[CE]

= AECT este isoscel cu <ETC = «ECT

= «DTC = «DCT, adica ADCT este isoscel cu [DC]=[DT]
= [DB]=[DC]

= ABCD este echilateral

= m(«BAD) = m(«xBCD) = 60°

= m(<ABC) = m(xADC) = 180° — 60° = 120° .

Clasa a Vll-a

Detalii de rezolvare Barem

asoclat
Demonstreaza ca AFBD = AEDT ....c.oooiiiiii e 2p
Demonstreaza ca AECT €St iSOSCEI .......ccveueiieiieiiee e 2p
Arata cd ABCD este echilateral...........cccoiiiiiiriiiiiiicie e 1p
Determina masurile unghiurilor <BAD = «BCD = 60°..........ccccccceerererererennen, 1p
Determind masurile unghiurilor «ABC = «ADC = 180° — 60° = 120°........... 1p

3
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S - 4 1 _7 . 2_4n+8
4. Secon51deramu1‘;1m11eA={nENlES%SZ} §1B={nEN nn_n+

Sa se determine: AUB siANB.

Solutie:

n+1
6

W e

< <

&N

Aducand la acelasi numitor comun 1n relatia obtinem:

19

16<2n+2<21<14<2n<19 (=>7Sn£;

A =1{7,8,9}.

2_ -

noAnds_ nE 4 2 eN o n—4 € Dy ={1,248} =
n—4 n—4 n—4

=ne {56812} = B = {5,6,8,12}

= AUB=1{56,78912} siAnB = {8}.

neN = ne{7,8,9}, deci

Detalii de rezolvare Bare_m
asociat

4 n+1 7 19
§s c SZ<=)16S2n+2S21<=)14S2nS19(=>7SnS7 1p
neN =nef{7,89 = A={7,89} 1p
n*—4n+8 nn-4)+8 N cN 1p

n—4 n—4 -

n_4ED8:{1;2;4'18} 1p
ne {56,812} = B = {5,6,8,12} 1p
AuB=1{5,6,7,8,9,12} 1p

Clasa a Vll-a
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CLASA a VIl -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Se considera numerele reale x si y, astfel incat x € [—1, 2] si 2y = x+1. Determinati valoarea

expresiei : E =w/(x+1)2 +|x—2|+\/3(2y—3)2 +(x-2)° +\/(x+1)2 +12y° .

Solutie:

Din 2y =x+ 1 se obtine 2y —3 =x— 2. Expresia E devine:

E = [x+1+[x=2+/3(x=2) +(x=2) +/(2y) +12y’

E =|x+1|+|x—2|+1/4(x—2)2 +4/16y% =|x+1+|x—2|+2|x—2|+4]y]|

E =|x+1+3|x—-2|+2|2y| =|x+1+3|x - 2|+ 2|x +1] = 3|x + 1]+ 3|x - 2|

xe[-12]=-1<x<2=0<x+1<3=|x+1=x+1

= -3<x-2<0=|x-2|=2-x

E=3(x+1)+3(2—-x)=3x+3+6-3x=9

Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
Deduce E = [x+1+|x—2|+2|x-2|+4]y| 2p
Deduce E = 3|x+1]+3|x—2| 2p
Argumenteaza |X+]4:X+l si |X—2|=2—X 2p
AraticaE=9 1p
1

Clasa a VIll-a



B MINISTERUL EDUCATIEL

@SR,  INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD
L "ARAD

web : www.isjarad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.ro

2. Se considera tetraedrul ABCD cu lungimile muchiilor AB, BC si CA invers proportionale
cu numerele 0,(3); 0,25 si 0,2. Pe muchia CD a tetraedrului se considera un punct P si se
construieste un punct Q care este simetricul lui P fata de B. Demonstrati ca:

a) A ABC este dreptunghic
b) daca AP = AQ, atunci ABL(BCD).

Solutie:
a) AB, BC si CA sunt invers proportionale cu numerele 0,(3); 0,25 s1 0,2
= AB-0,3)=BC-025=CA4-02=k, rezulti AB-=BC-~=CA- ==k,
= AB =3k, BC=4k, C4 =5k
deci aplicand R.T.P. in A ABC obtinem ca triunghiul este dreptunghic cu masura unghiului ABC
egalad cu 90°. Prin urmare ABLBC.
b) Din simetrie rezultd ca PB = BQ.
Daca AP = AQ, avem cd A APQ este isoscel.
Cum A4B este mediana in A APQ isoscel rezulta ca AB L PQ .
Din ABLBC
ABLPQ
BCnPQ={B}
BC, PQ c (BCD) = ABL(BCD).

Detalii de rezolvare aBseé)rceiamt
a) AB, BC si CA sunt invers proportionale cu numerele 0.(3), 0.25 si 0.2 2p
= AB =3k, BC=4k, C4A =5k .

Deci aplicand R.T.P. in triunghiul ABC obtinem ca triunghiul este dreptunghic 2p
cu masura unghiului 4ABC egala cu 90°. Prin urmare 4BLBC

b) Din simetrie rezultd ca PB = BQ 1p
Demonstreaza ca AB L PQ. 1p
Demonstreaza ca ABL(BCD) 1p

Clasa a VIll-a
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3. In cubul ABCDA'B'C'D’ punctele M, N si P sunt mijloacele muchiilor BB', C'D’ si

respectiv C'B’. Calculati sinusul unghiului format de dreptele AM si NP.

Solutie:

Fie Q mijlocul segmentului AA¢. Cum QA = MB¢ si QAIIMB'= AMB Q paralelogram, deci

AMI|IQB".
NP este linie mijlociein ABTD’= NP|DB”’
Din NPIID B’ si AMIIQB’'= «(AM, NP) = «(QB’, B'D’) = <D'B'Q

Se demonstreaza ca triunghiurile D’AQ si B’AQ sunt congruente deci DQ =BQ

=AQB D “este isoscel = QO LB D, unde O “este mijlocul segmentului D B”.

Daca notam cu a muchia cubului, aplicand teorema lui Pitagora n triunghiul dreptunghic ABQ

obtinem BQ:%gsi in A OB Q obtinem O Q :%5.

i« (AM, NP) = sinz(D'B'Q) Q0" _ V3 _ V15

sin , = sin = =—=—
B'Q V5 5

Clasa a VIll-a

Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
Demonstreaza ca AM||IQB” 1p
Demonstreaza ca NP|ID B’si <(AM, NP) = «(QB’, B'D’) = <D'B'Q 1p
Demonstreaza ca QO LB D, unde O “este mijlocul segmentului D B” 2p
Calculeaza BQ =275 0Q =42 2
Q0" 3 V15
sink(AM,NP) = sindk(D'B'Q) = ——=—==—— 1
B'Q /5 5 p
3
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4. Determinati perechile de numere intregi (X,y) pentru

2x% +5y* —11xy = -25.
Solutie:
2x* —11xy +5y? =25 < 2x?—xy —10xy + 5y* =25

< x(2x—y)-5y(2x—y)=-25<(2x—y)(x—-5y)=—25.

Rezulta: (2x — y)| — 255si (x — 5y)| — 25

Se obtin urmatoarele cazuri posibile de determinare a lui X siy :

1){2x—y:1 @{Zx—yzl (=oy=5S1oyez

x —5y =-25 —2x+ 10y =5

2){Zx—y=—25 {2x—y=—25

x—5y=1 2xt10y=-—2" =272y ="3

2x+3=-25©2x=-28=>x=-14

2x—y =5 2x—y =5 _
3){x—5y=—5‘:’{—2x+10y=10:>9y‘15=>y‘zz

2x—y=-5 2x—y=-5 _
4){x—5y=5 ‘:’{—2x+10y=—10:>9y‘ =yez

5){2x—y=—1 {2x—y=—1
x—5y =25 —2x+ 10y = =50

6{2x—y=25 {2x—y=25
)x—5y=—1 —2x+ 10y =2

Solutie: (x, y)€ {(— 14, - 3) ; (14,3) }.

Clasa a VIll-a

=59y=-51=3y¢Z

loc

=29y=27=>y=3=>x=14

relatia:
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Detalii de rezolvare Bargm
asociat
Deduce (2x—y)(x—5y)=-25 2p
Deduce cele patru cazuri de determinare posibile ale lui x si y:
2x—-y=1 2X—y=-25 2X—y=5 2X—y=-5
D J } 2) g ; 3) Y72 g
X—-5y=-25 X—-5y=1 X—-5y=-5 X—=5y=5 2p
2x—y=-1 2X—-y =25
5/~ Y 6) " Y
X—5y =25 X-5y=-1
Rezolva cele patru sisteme de ecuatie:
)yeZ;2) y=-3=>x=-14;3)y ¢ Z; 4) y ¢ Z; 5) y nu este intreg; 2p
6)x=14, y=3
Solutia problemei sunt perechile (-14, -3) si (14,3) 1p

Clasa a VIll-a
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CLASAalX -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

. a) Calculati suma S = [\/1 . 2] + [\/2 . 3] + [\/3-4J+...+[\/n-(n+ 1)],n € N".

b) Rezolvati in R ecuatia ] +{1} ={x} J{l] unde [x] si {x} sunt partea intreaga,
X X

respectiv partea fractionara a numarului real X .

Solutie:

a) k? <k(k+1) < (k+1) =k < k(k+1) <k+1= | Jk(k+1) |=k, k=Ln.

n(n+1)
S=1+2+3+...+n= 5

b) Ecuatia din enunt [x]+{1}={x}{l} este echivalenti cu [x]—{l}z{x}—{l}

X X X X

= [ ezt-{Je 1o =m-[]=om-f=0=m=[] t1={]

X X

Deci x=[x]+{x}= {1}+{1} _1 ,deunde x = 1 = X =1, Xx=-1, care verifici ecuatia.
X X X X

Clasa a IX-a



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD Q
. Bl MINISTERUL EDUCATIEI
Or=

Strada Corneliu Coposu nr.26, Telefon: 0257 /28 00 08, Fax 0257 / 21 47 46, @ ‘:
web : www.isjarad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.ro AT

Detalii de rezolvare Barem

asociat
8) k* <k(k+1)<(k+1) =k < fk(k+1) <k +1=| Jk(k+1) |=k, k=Ln 2p
S=1+2+3+..+n= n(n+1) 1p

-\ 5| -0~ {3} - ez m-He 1p

-] 1|0 (- {3} 0= 2| t={ 1} = x] 2

X=—=x=1 x=-1, care verificd ecuatia 1p
X

Clasa a IX-a
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2. Coardele [AB] si [CD] ale cercului (O, r)sunt perpendiculare si se intersecteaza in

punctul P. Sd se demonstreze relatia: PA+PB+PC+PD=2PO.

C
Solutie:
Fie M mijlocul coardei [ AB]si N mijlocul coardei [CD]. A
Rezultda ca OM L AB, ON L CD, iar OMPN dreptunghi.
Din regula paralelogramului, OP = OM + ON.
Din regula triunghiului,
PA—POG+0A, PE~PG+0B, PC - PG+0C, PD - PG+ 0D,
D
de unde, prin Insumare obtinem PA+PB+PC +PD =4PO +(ﬁ+@)+ (O—C +O—D) .
Cum OA+OB =20M, OC +0D = 20N, avem
ﬁ+@+P—C+ﬁ:4PO+20—M+20—N:4PO+2(O—M+O—N)
PA+PB+PC +PD =4PO +20P = 2PO.
Detalii de rezolvare Bargm
asociat
OP = OM + ON 1p
PA=PO+0A, PB=PO+0B, PC=PO+0C, PD=PO+0D, 3p
ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ:4PO+(ﬁ+Cﬁ)+(ﬁ+O—D)
OA+OB =20M, OC +0D = 20N 1p
PA+PB+PC +PD =4P0O+20P = 2PO. 2p

Clasa a IX-a
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3. Fie ABCD un patrulater si punctele M, N, P, Q astfel incat

AM = MB. BN = 3NC, ﬁ:p—cﬁg:%ﬁ

a) Demonstrati ¢ MN +MQ = %(E + B—C) .

b) Aratati ca dreapta MP trece prin mijlocul segmentului NQ.

Solutie:

a) Din AM = MB rezulti ci M este mijlocul [AB]. Analog, P este mijlocul [DC].

mzsmza—zgs—c, ﬁ):%m:m:%m

MN -+ MQ = BN + BN+ MA +AQ = BN +AQ - - (BC+AD).
. . — 1/ —\ 3/== =
b) Fie S mijlocul [NQ] :>MS=E( N+ Q)=§(BC+AD)(1)
ZW=(MK+E+§)+(M€+§:+E):>W=%<E+%)(Z)
Din (1) si (2) = MP = gM—S rezultd ca punctele M, S, P sunt coliniare, deci dreapta MP

trece prin mijlocul [NQ].

Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
a) M este mijlocul [AB], P este mijlocul [DC]. 1p
— — —— 3= . — 1— — 33—
BN:3NC:>BN:ZBCSI DQ:ZDA:AQ:ZAD 1p
MIN -+ MQ = BN + BN+ MA +AQ = BN+ AG = - (BC-+AD) 2p
b) S mijlocul [NQ] :>M—5=1(W+Wg)=§(§:+m) 1
2 8 P
ZW:(M+E+E)+(M€+B—C+E):>W:%<E+ﬁl) 1p
MP = gM—S = M, S, P sunt coliniare = dreapta MP trece prin mijlocul [NQ]. 1p
4

Clasa a IX-a
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4.a)FieneN,nz2.Ara‘1ta‘gicél+l+...+ ! >n_—l
3 5 2n-1 n+2

b) Fie x € (0.1). Aritati ¢ x—x° <%
Solutie: a)
P(n):1+1+...+ ! >n—_1,Vn22

3 5 2n-1 n+2
P(2):1>1adevérat

3 4
presup unem P(k):1+1+...+i>ﬂ, adevarata, vk >2

3 5 2k-1 k+2

1 1 k
+ + >
2k-1 2k+1 k+3
k-1 1 k
+ >
k+2 2k+1 k+3
2k% +1 . Kk
(k+2)(2k+1) k+3

dar k>2=k’>k<k’-k+3>0 adevarati, Vk>2
Deci P(k) = P(k +1), Wk > 2
Atunci P(n) adevarata, Vn > 2

P(k+1 :1+£+...
3 5

dar, ms > (de demonstrat)

adica o 2% +6k*+k+3> 2k +5k2+2k = k* =k +3>0

x+1—x? x+1—x%)?
b) xE(0,1),mgSma(:M/x(1—x2)ST@x—aﬁS%
x+1—x%?% 1
@%<E®(x+1—x2)2<2

1 1 1
dar xe(0,1):0<—x2+x+1=—(xz—x)+1:—(x2—2x5+z)+z+1=

5 ( 1)2<5 (i1 2)2<25<2
= —_ — —_—— —ﬁ —_ —_—
1 \¥732) =37V )T =T6

Clasa a IX-a
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:>(x+1—x2) SE<2

Detalii de rezolvare Bargm
asociat
a)P(n):l+l+...+ L >n—_1,Vn22
3 5 2n-1 n+2
11 1p
P(2):=>=adevarat
3 4
presup unem P(k):l+l+...+i>ﬂ, adevarata, Vk > 2
3 5 2k-1 k+2 1p
P(k+1):l+1+...+ L + 1 > a
3 5 2k-1 2k+1 k+3
k1, 1 o (de demonstrat)
k+2 2k+1 k+3
2k2+1 k 2 2 2 2p
>—— < 2K +6k? +k+3> 2k% +5k% +2k = kP —k+3>0
(k+2)(2k+1) k+3
k>2=k*>k< k?*-k+3>0 adevirati, Vk>2
_x2 x+1-x2)
by m, <m, & x(l—xz)SXJrl X ox xss( ) =
2
(x+1-x) 2 P
= <—<:>(x+l—x) <2
4
2
O<—x2+x+l:—(x2—x)+1:—(x2—2x-1+£j+1+1:§—(x—1j <2
2 4) 4 4 2) T4 .
2 25 P

Clasa a IX-a
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CLASAaX-a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Demonstrati ca 3/7 —aV2 + 3/7 +av2 =2 daca si numai daca a e {—5, 5} .

Solutie:

2

3’:

Ridicam la puterea a treia egalitatea 3/ 7-ay2 + 3/ 7T+ay2 =2 si obtinem

14+ 3349242 (%/7—a\/§+§/7+a\/§):8<:>14+6\3/49—2a2 —8.

Avem 63/49-2a* =6, de unde a e{-5,5}.

2

”<:

Dacd ae{-5,5} notim x= 3/ 7-av2 +§/ 7+a+/2 . Ridicdm la puterea a treia egalitatea i

obinem x° =14-3x < X° +3x-14=0 < (x—2)(X* +2x+7)=0.

Cum ecuatia X* +2x+7 =0 nu are solutii reale, obtinem x = 2, deci 3/7 —aV2 + 3/7 +av2 =2.

Detalii de rezolvare aBséz)rceigl
Ridica corect la puterea a treia egalitatea din enunt si obtine 14+ 63/49—2a° =8 1p
Rezolvd ecuatia si obtine a e {-5,5} 2p
Dacd a e {-5,5} noteazd x=37-aV2 +3[7+a2 1p
Ridici la puterea a treia si obtine ecuatia X* +3x—-14=0 1p
Rezolva ecuatia si aratd ca X = 2 este solutie unica 2p
1

Clasa a X-a
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2. Sa se demonstreze inegalitatile:

a) IogX(XZTX);]Hogy( 2xy ]22, x,ye(0,1).

log, z
b) Iogx y+ gy + Iogz X 2 9
X+y y+z  z+X  2(X+y+2z)

, unde x,y,z€(0,1) sau x,y,ze(Lx).

Solutie:
Folosind inegalitatea mediilor avem 2%y S\/W. Cum x,ye(0,1) avem c
X+Yy
Iogx(xzi(yyjzlogx(\/g) si Iogy(xzi(yyjzlogy(\/g). Adunand cele doud relatii
obtinem
2Xy 2Xy 1
Iogx(m}tlogy[xﬂljzIogx(\/ﬁ)ﬂogy(\/@)_E(ZHogxy+|ogyx).

Cum x,y €(0,1), log, y >0 si log, x> 0. Aplicand inegalitatea mediilor pentru log, y si

log, x avem log, y+log, x> 2 /log, y-log, x=2.

Deci log, (XZTnyj+ log, ( xzjr(yyj > %(2+ 2) =2, pentru orice x,y e(0,1).

Daci X,Y,2€(0,1) sau x,y,ze(1,) atunci log, y >0, log, z >0 si log, x> 0. Aplicim

log, y log,z . log, x

inegalitatea mediilor pentru , S si obtinem
X+y y+2z Z+X
Iogx y + Iogy z + Iogz X Zsi/logx y . Iogy z . Iogz X .
X+y Yy+zZ @ Z+X X+y y+z zZ+X
I log,z |
Dar log, y-log, z-log, x=1, deci ngy+ 9y + OgZX23 !

X+y y+z Z+X 3/(x+y)-(y+z)-(z+x).

Aplicand inegalitatea mediilor pentru x +y,y + z si z + X, avem

%/(X+ y)-(y+2)-(z+x) Sz(x+y+z),de unde obtinem

Iogxy+|0§]yl+logzxZ 9
X+y y+z z+Xx  2(X+y+z)

Clasa a X-a
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Detalii de rezolvare Bare;m
asociat
a) Aplicd inegaliatea mediilor 2Xy < Jxy Ip
X+Yy
1
Arata ca Iogx(ﬂjﬂogy( 2%y j21(2+logx y+log, x) P
X+Yy X+y) 2
Aplica inegalitatea mediilor pentru log, y si log, X si finalizeaza 1p
log, z log, z
b) Aratica 29:Y 190 +'°gzxz3§/'°gxy- 9,2 log, X 1p
X+y y+zZ Z+X X+y y+z Z+X
log, z
Arati ci log, Y, 9y + log, x >3 ! 1
X+y V+12 Z+X %/(X+y).(y+z).(z+x) p
2(X+y+z
Aratd cd 3/(x+y)-(y+z)-(z+x)s% 1p
Finalizeaza 1p

Clasa a X-a
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. . Z z Z .. C
3. Fie zy,2,,23 € Ccu |z|=|z,|=|z;| =1 si = +-2+=2=1. Determinati valoarea maxima a
z YA z
2 3 1

- z, 2z, 3z
expresiei E =|1+"24+23,
Z2 Z3 Z1

Solutie:
< 1. — oA .
Cum z;,2,,23 €C cu |z|=|z,|=|z|=1 avem ca z,==,i=13, Conjugind relatia
Z.
1
2 1, 1 .7, 1, 1, 7, 7, 1 .
L +-24+3=1o0obtinem =% +=2+==1,deunde 2+—2+-L=1.Prinurmare
Z2 ZS Zl Z2 23 Z1 Zl ZZ 23

2, 1, 7, 1, 1, 1
Ay 2y B2 S A et 20+, =202, + 22, + 27,
22 23 Zl Zl 22 Z3

© L1+ 141, + 202, - 231,152, - /1, = 0= 2 (2, 2,) -, (25 — 2 ) + 2,2, (2, - 2,) = 0

< (2,-2,)(2,-2,)(z,-2,)=0

§ 7, 1, 1 : . :

|. Daci z,—2,=0= 2, =2,,atunci —++-2+-2=1devine z° +2z, =0, deci z, =iz, sau
z, 1, 1
2 3 1

Daca z, =iz, atunci E =

%+2+3i‘:\/§.
i

: . 1 ,
Daca z, = —iz, atunci E :‘—7+2—3l‘ -8.
[

5 7, 1, 1 . : :

Il. Daci z,—2,=0=> 27 =2,,atunci —++-2+-2=1devine 27 +2; =0, deci z, =iz, sau
z, 1, 1
2 3 1

Z, =—iz,.

Daca z, =iz, atunci E =

1+_g+3i‘=\/§.
i

Daca z, = —iz, atunci E :‘1—21—3i‘ -2
[

g .z, 1, I : . :

lIl. Daca z, -2, =0=> 7, = z,, atunci % +-2+—==1devine 7/ +2, =0, deci z, =iz, sau
Z, 7, 1
2 3 1
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%+2i+3

Dacd z, =iz, atunci E =
[

=10

Daca z, =—iz, atunci E = ‘—_}—Zi +3
i

Prin urmare, valoarea maxima a lui E este 10 .

Detalii de rezolvare Bare_m
asoclat
. . 1. —
Aratdca z, ==,1=13 1p
Z;

Aratd ci 272, + 257, + 202, = 252, + 722, + 7}1, 1p
Aratd ca (2,-2,)(2,-2,)(2,—2;)=0 1p
Studiaza cazul z, -z, =0 sigdseste E = J8 1p
Studiaza cazul z, —z, =0 sigdseste E = J2 1p
Studiaza cazul z, —z, =0 sigaseste E =10 1p
Finalizeaza 1p
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4. Determinati functiile f: R — R cu proprietatea ca
f (x+ f((1+ x)y)):(1+ y) f(x)+1

pentru orice x,y € R.

Solufie:
Luim X =0 in relatia din enunt si obtinem f (f (y))=(1+y)f(0)+1 pentru orice y € R.
Daci f (0)=0 atunci relatia de mai sus devine f ( f (y))=1, pentruorice y € R. Atunci pentru
y=0avem 1= f(f(0))=f (0)=0, contradictie. Prin urmare f (0)=0.
Demonstram acum ca functia f este injectiva. Fie y;,y, € R astfel incat f (y,)=f(y,). Cum
F(f(y)=(1+y,)f(0)+1si f(f(y,))=(1+y,)f(0)+1avem ca

(1+y,) f(0)=(1+y,) f(0), deci (y,-y,) f(0)=0.
Cum f(0)#0=y, =y, si prin urmare f este o functie injectiva.
Ludm x=-1 Tn identitatea din enunt si obtinem f(—1+ f (O))=(1+ y) f (-1)+1, pentru
orice y € R, deci f(-1)=0.

Cum f este o injectiva avem f (x)=0, pentru orice x € R\{—1}.

Ludm y=- , x € R\{—1} in identitatea din enunt. Obtinem

1
f(x)

) e e

Cum f este o injectivd avem X+ f (—H—Xj =x=f L— L+x J= 0

f(x) t(x)

Dar f(—1)=0si f este o injectiva, deci _Lex —~1= f(x) =1+ x, pentru orice

f(x)

x € R\{—1}. Cum f(-1)=0 avem f(x)=1+x, pentruorice x € R.

Se verifica prin calcul direct ca functia f gasita satisface identitatea din enunt.
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Detalii de rezolvare Barem
asociat
Pune x =0 1in relatia din enunt si obtine f ( f (y)) =(1+y) f (0)+1 pentru orice 1p
y € R
Demonstreaza cd f (0)=0 1p
Demonstreaza ca functia f este injectiva 1p
Aratica f(-1)=0. 1p
. L —_ 1+x
Consider y=— ! in relatia din enunt si obtine f | — -0 1
f(x) f(x) P
Demonstreaza ca f(x) =1+ X, pentru orice x € R. 1p
Verifica ca functia gasita satisface identitatea din enunt 1p
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10.02.2024
CLASA a Xl -a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE
Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzitor.

1. Fie matricele 4, B € M,,(C)cu A®> = A%si A+ B =1, . S se arate cd matricea I, + ABeste

inversabila.

Solutie:

Prin inmultirea la stinga cu matricea A, egalitatea A + B = I,, devine A> + AB = A

= AB = A — A2,

Ridicand la pitrat aceastd egalitate obtinem: (AB)? = (4 — A%)? = A% — 243 + A*. (1)
Dar A3 = A2 = A* = 43 (2)

Din relatiile (1) si (2) rezultd ca (AB)? = 0,,.

Caurmare, I,, = I, — (AB)? = (I, — AB)(I,, + AB).

Rezulta cd matricea I, + AB este inversabila si inversa ei este I, — AB.

Detalii de rezolvare Barem
asoclat
A-|/A+B=1,>A>+AB=A= AB =A— A? 2p
(AB)? = (A— A*)? = A% —24°% + A* -
PTG AT = (AB)* = 0, 2p
I, =1I,— (AB)?* = (I, — AB)(I, + AB) 2p
matricea I, + AB este inversabila si inversa ei este I, —AB 1p
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2. Fie Ae M, (C). Aratati ca det(A+I,) = det(A - I,) daca si numai daca Tr(A)=0 .

Solutie:

Fie A:(Ccl 2) si |2:(é 2)

Atunci det(A+1;) = |a j 1 4 _ll)_ 1| si det(A-I,) = |a ; 1 ; E 1|
Relatia din ipotezi se scrie |a +1 4 _l?_ 1| = |a ; 1 . E 1|

Egalitatea este echivalenta cu (a + 1)(d + 1) — bc = (a — 1)(d — 1) — bc, deci
(a+1)(d+1)=(a—1)(d—1), ceea ce inseamna ci
ad+a+d+l=ad-a-d+1

Relatia anterioara este echivalenticua+d = —a—d = —(a + d)
Ceeacesescrie a+d=0

Deoarece Tr(A) = a + d se obtine ca Tr(A) =0

Detalii de rezolvare aBsaorceiamt
o d-1|9-1|=|ac1 dﬁl 2p
(a+1)(d+1)—bc=(a—1)(d—-1)—bc 2p
a+d=—-a—d 2p
Tr(A) =a + d, rezulta ca Tr(A)=0 1p
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3\/T5+ x-3
3. Sa se calculeze : Ll_r)r}} =3
Solutie:
_ 3x/T5+ x-3
Notam cu L = }cl—rg =3
Dacéx—>4,atuncix—4—>0§iy=x—4—>0
3
Astfel, limita initiala limi fie L= lim 222
stfel, limita initiala ta se scrie yl_r)r(l)m+m
1 1 1 1
1 1 (1+y)2-(1-y)3 (1+y)2-(1-y)3+1-1
. —-(1-y)3+(1+y)2 . .
— L=lim = y)l ( y)l—hm 2 = lim —r =
Y20 (-yz-(a+y)s Y70 a-pz-aanz Y70 aopz-@ey)sea-
y y
1 1 1 1 1 1
2- —v)3— 2 —v)3— 2 — 3-
(1+322 1 (1 323 1 (1+y))/2 1}(1 i/;s 1 Jl}i_%(ﬂy})] +},1_I}},(1 2, 1
lim I — =lim I T = I I
Y2 _a-yz-1_aap3-1 YTU_(-p)Z-1 @4p)d3-1 L (ey)2-1 L (149)3-1
-y y -y y y-0 -y y—0 y
Prin aplicarea regulii lui ’Hospital se obtine:
1 21 1 _2
S5(1+y) 2 —3(1-y) 3
limZ—> 4 lim 23— 1,1
- 1 _1 1 27 117
. —(-y) 2 . 3(1+y) 3 2 3
—lim lim
y—0 -1 y—0 1
Detalii de rezolvare Bargm
asociat
_ i AT
x —4 =y — 0 limita se scrie L= llmm+m 2p
L=lim w 2p
Y20 (1-y)7-(14+y)3
1 1
(+y)2-1 (1-y)3-1
L=lim —+—= 2p
Y20 q-y)z-1 (14y)3-1
-y y
i1
Finalizare L= _2%_2 =-1 1p
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o Ce . .. . . 1 1
Aratati ca sirul (x,),s, definit recurent prin x; =a > 1 si x,41 = E(an + x—z) pentru
n

orice n € N* este convergent la 1.

Solutie:

2a3-3a%+1 _ (a-1)?(2a+1) >
3a2 - 3a2

0

Dinx; =a>1, obginemx2—1=§(2a+%)—1=

Presupunem x,, > 1. Rezulta in mod analog ca

_1)\2
X1 —1= (xn=-1)?(2xn+1) >0

3x2
= Xp41 > 1 = x, > 1, deci (x;,) este marginit inferior de 1.

_ 2xp+1 _ 2xp+1-3xp _ 1-x3
Xn+1 = Xn = 3x2 M 3x2 T o3x2

< 0 deci sirul (x;,) este strict descrescator.

Atunci sirul este convergent, deci existd lim x, =1 > 1

n—->0o
203+
312

A EIORA . o . 1 .o
Trecand la limita in relatia de recurenti se obtine [ = adica 313 = 213 + 1.

Caurmare, [ = 1.

Detalii de rezolvare Barem
asoclat
2a3—3a*+1 (a—1?*QRa+1
X, — 1= ¢ ) ( ) >0 1p
3a? 3a?
—_1)2
Xpp1— 1= w > 0 = (x;,) este marginit inferior de 1 2p
3
Xp41 — Xp = 13;;” < 0 deci sirul (x,,) este strict descrescator 2p
sirul este convergent, deci existd lim x, =1 >1 1p
n—-oo
203+1 o
l = "o ,adical =1 1p
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CLASA a XII -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa

x*y=x+y+xysisenoteazd x,, = x * x * ...* x, Vn € N". Sa se determine:
~—_———
ndex

a) numerele reale x care sunt egale cu simetricele lor in raport cu legea ,,* ”;

b) numerele reale y pentru care y, = 63;

c) numerele reale k pentru care multimea M = [k, +0) este parte stabila a lui R in
raport cu legea ,,* ”.

Solutie:
a) Elementul neutru al legii ,,* ” este e = 0 si simetricul lui x € R \ {—1} este

x' = ——— Dinx = x', se deduce x € {0, —2}.
1+x

b) Avemcix*y = (x+1)(y+1) —1,Vx,y € Rsilegea,* ” este asociativa. Atunci
y,=y*y=(y+1)?2—1,deunderezulticiy, =y, xy, = (y + 1)* — 1. Cum
Y6 = Va * ¥, deducem cd y, = (y + 1)¢ — 1. Din (y + 1)® — 1 = 63, rezulti ca
y € {—3,1}.

c) Daca M = [k, +0) este parte stabild, atunci k * k € M, de unde se obtine
k% + 2k >k, adicd k € (—o0,—1] U [0, +00).
Pentruk < —1,ludnd x = k € M siy = k? € M, se obtine
x*y =k(k?+k+1) <k,deunde deducemcix xy & M.
Pentru k = —1, daca x,y € [-1,+), atunci (x + 1)(y + 1) = 0,decix xy € M.
Pentru k > 0,dacax,y € M,atuncix,y > 0six*y =x+y+xy =>x >k, deci
x*y € M.

Concluziondm ca k € [0, +o) U {—1}.
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Detalii de rezolvare Barem
asoclat
a) Afla ca elementul neutru al legii ,,* ” este e = 0 si simetricul lui x € R \ {—1} 1
este x' = ——, P
1+x
Rezolva ecuatia x = x' si obtine x € {0, —2}. 1p
b) Araticiy, = (y + D¢ — 1 1p
Obtine y € {—3,1}. 1p
C) Pune conditia k * k € M, de unde obtine k € (—o0, —1] U [0, +0). 1p
Arata ca, pentru k < —1, M nu este parte stabila. 1p
Arata cd, pentru k = —1 si k > 0, M este parte stabila. 1p
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2. Sase calculeze

e
——dx
f (x + 3)?
Solutie:
Avem ci f = +3)2 dx = [(x3-e ( ) dx. Integrand succesiv prin pirti, obtinem ci
[ gy = ) x2(x +3) - ——=dx =
(x+3)2 x+3
+f(x)l Zd __x3'_ex+ x_2_2f x.d__x3-_ex+ x_2_2(x
— e x=-——-+e*x e xdx =—"——+e" x e
3
x—ex)+C'=ex-(—x—+x2—2x+2)+6=ex-w+(3
x+3 x+3
.. Barem
Detalii de rezolvare :
asociat
_ =1y 2p
Observa ca f 3)2 _dx = [(x3- (x+3) dx.
o e e . . . x3e* _ 2 2p
Integreaza prin parti si obtine ca [ G dx = x“dx.
Integreaza prin parti si obtine ca [ e* - x2dx = e*(x? — 2x + 2) + C. 2p
. . x3e¥ _ _x X’-4x+6
Obtine ca fmdx =e* - ———+C. 1p
3
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3. Se considera grupul (G,) cu elementul neutru e.

a) Demonstrati ci (aba )" = ab™a"1,Va,b € G sin € N*;
b) Demonstrati ca daca exista a, b € G astfel incat ababa = babab, atunci
a?%%* = ¢, daci si numai daci h20%* = e.

Solutie:

a) Demonstrim prin inductie matematici. Fie P(n): (aba™1)" = ab™a™!,n € N*.
P(1):aba™! = aba™?! (adevirati).

P(k) » P(k+ 1),V k € N*. Presupunem P(k) adevarata, de unde rezulti ca
(aba™ )kt = (aba™1)* - (aba™') = ab*a~taba™! = ab**'a™!, deci P(k+1)
este adevirati, de unde concluzia ci (aba™*)" = ab™a"1,Va, b € G sin € N*.

b) Daci ababa = babab, atunci (ab)?a = (ba)?b. Inmultind la stinga si la dreapta cu
(ab)™1, obtinem (ab)a(ab)™! = (ab)~1bh(ab). Conform subpunctului a), avem ci
(ab)a?°**(ab)~! = (ab)~1b?°%*(ab). Daci a?°%* = e, atunci (ab)~1bh2°%*(ab) =
e, iar inmultind la stanga si la dreapta cu (ab), respectiv (ab) ™!, obtinem ca h?°%* =

e. Analog, daci h292* = ¢, atunci a?%%* = e.

Detalii de rezolvare Bare_m
asoclat
a) Demonstreazi prin inductie matematici P(n): (aba )" = ab™a™1,n € N*. 3p
b)Deduce ci daci ababa = babab, atunci (ab)?a = (ba)?b, deci 1
(ab)a(ab)™t = (ab)~b(ab). P
Deduce, folosind subpunctul a), ci (ab)a?°?*(ab)~! = (ab) " 1b%°%*(ab). 1p
Argumenteazi ci daci a2°?* = e, atunci (ab)"1b2°2*(ab) = e, deci b?°%* = e. 1p
Argumenteazi ci daca b292* = e, atunci (ab)a?°?*(ab)~! = e, deci a?%?* = e. 1p
4
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a) Sa se arate ca functiile F,G: (0,4+o) - R, F(x) = arctg x si G(x) = —arctg i
sunt primitive ale aceleasi functii,
b) Sa se calculeze
(x In X)2023
J (x% + x + 1)2024

n

- cos(2024arctg x)dx,unde n € N*.

Solutie:

a) Avemca F'(x) =G'(x) = ﬁ,Vx € (0, +0), de unde concluzia.

b) Din subpunctul a), cum doua primitive ale aceleasi functii difera printr-o constanta,
rezulta cd arctg x + arctg % = ¢,Vx € (0,+). Pentru x = 1, deducem ca
c=2arctgl= g, de unde rezulta ca arctg % = g —arctg x,Vx € (0, +00).

A 1 U . 1 .
Efectuand in integrald schimbarea de variabilda y = ot dx = — 3% dy, obtinem

n
. J- (x In X)2023
] G 1)
n

- cos(2024arctg x)dx =

2023

oo - r )] (-5 -

1
_ f yz})23 (ln %)
n

1 1
S+=+1
y: oy
n
In y)2023 1
(Iny
- __f 1 T cos(1012m — 2024arctg y)dy =
1 y2023 . — 0 (y2 + y + 1)2024 y
n y
r ( 1 )2023
yiny
== 2 so7z " cos(2024arctg y)dy = —I.
1 *+y+1
n

Cum!l =—I,rezultacal = 0.
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este 0.

Detalii de rezolvare aBS%rCeiZ;
4 14 1
a)F'(x) =G'(x) = VX € (0, +0). 2p
b)Obtine identitatea arctg i = g —arctg x,Vx € (0, +). 1p
Efectucaza schimbarea de variabila y = %, dx = — y_12 dy. 1p
L1 (ln1)2023
. n_(xlnx)20%3 _ (nyoB\,
Obtine f% Gt 0T cos(2024arctg x)dx = [ (i+1+1)2°24
vy 1p
n 1
cos [2024 (E —arctg y)] (— ﬁ) dy =
n
1 2023 1
= _f 1( ny) — cos(1012m — 2024arctg y) dy = 1
1 Y202 o (y2 +y +1)2024 ¥ p
n
n (ylny)>2023 . . . . .
= —f% W-cos(2024arctg y)dy si concluzia ca valoarea integralei o
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